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Введение 

Проектирование и производство радиоэлектронных средств (РЭС) предполагает получение 
информации о надежности на всех стадиях жизненного цикла – от начала проектирования до из-
готовления в серийном производстве и последующей эксплуатацией. Существенная роль отво-
дится испытаниям и мониторингу технического состояния РЭС в процессе эксплуатации. Резуль-
таты испытаний являются основой принятия решений по использованию РЭС, усовершенствова-
нию конструкции и технологии изготовления [1–2].  

В теории вероятностей при решении целого ряда практических задач, например, при кон-
троле уровня надежности РЭС, приходится сталкиваться со схемой испытаний Бернулли [3–5]. 
Производится N независимых испытаний, в результате каждого из которых наступает либо собы-
тие A с вероятностью p либо противоположное ему событие C с вероятностью (1 – p). Двум слу-
чайным исходам каждого испытания обычно сопоставляют дискретную случайную величину, 
принимающую одно из двух значений: 1, если произошло событие A, и 0, если произошло собы-
тие C. Эти исходы также называют «успехом» и «неудачей».  

Вероятность  AP k  того, что событие A при N испытаниях наступит ровно k раз 

( 1, 2, ,k N  ), определяется по формуле Бернулли [3–5] 
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представляющей собой биномиальное распределение. При N = 1 оно преобразуется в распределе-
ние Бернулли. В работе [6] показано, что двумерное биномиальное распределение и его характе-
ристическая функция определяются соответственно выражениями 
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Если событию С сопоставить случайную величину, принимающую вместо 0 значение 1,  
то распределение (1) после некоторых преобразований примет следующий вид: 
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где , 2, 4, ,k N N N N       . Данное распределение можно назвать двухсторонним, так как  

в нем случайные дискретные величины принимают положительные и отрицательные значения.  
Если 0k  , то по формуле (4) можно определить вероятность  AP k  того, что событие A 

при N испытаниях наступит ровно k раз. При этом полагается, что    AP k P k . Если 0k  ,  
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то по формуле (4) можно определить вероятность  CP k  того, что событие С при N испытаниях 

наступит ровно | |k  раз. При этом полагается, что     , 0CP k P k k  .  

Если 0k   и количество испытаний является четным, то вероятность  0 0P  . Ее можно 

также определить по формуле (4). С этой вероятностью могут произойти событие A либо событие С 
при N испытаниях. Например, при двух бросаниях симметричной монеты с вероятностью 0,5 мо-
гут выпасть орел либо решка.  

Для последовательности независимых испытаний с тремя и более исходами обычно реко-
мендуют использовать полиномиальную модель [3–6]. Однако в последние годы появился ряд 
публикаций, например [7, 8], в которых ставится под сомнение использование данной вероят-
ностной модели по двум основным причинам: во-первых, каждая из составляющих (случайных 
величин) полиномиального распределения должна иметь биномиальное распределение, что уже 
при трех исходах выполняется только в частном случае; во-вторых, составляющие полиномиаль-
ного распределения являются зависимыми случайными величинами, а рассматриваемые испыта-
ния являются независимыми. В работе [9] для последовательности независимых испытаний  
с тремя и более исходами были получены в общем виде выражения одномерных законов распре-
деления, практическое применение которых является затруднительным [10–13].  

Основная цель статьи 

Сформировать модели одномерных дискретных законов распределения для последователь-
ности независимых испытаний с тремя исходами, аналогичные одностороннему распределению 
(1) и двухстороннему распределению (4) для последовательности независимых испытаний с дву-
мя исходами.  

Модель одностороннего распределения триномиального типа 

Пусть производится N независимых испытаний. Каждое испытание может завершиться од-
ним из трех исходов: наступлением события A с вероятностью 1p  либо наступлением события В  

с вероятностью 2 ,p  либо наступлением события С с вероятностью 1 21 .q p p    Случайным ис-

ходам каждого испытания сопоставим дискретную случайную величину, принимающую одно из 
трех значений: 0, если произошло событие C; 1, если произошло событие A, и 2, если произошло 
событие В. Появление одного из положительных исходов в каждом испытании будем считать 
«успехом», а появление нулевого исхода – «неудачей». При этом вероятность  P x  появления 

событий С, A и В в каждом испытании будет определяться выражением 
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где 1 2 1 20 1, 0 1, 1p p p p      .  

Найдем характеристическую функцию для распределения (5), используя соотношение [1–3] 
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Подставив в него (5), получим 

   1 2( ) exp exp 2j q p j p j       . (7) 

Так как проводимые испытания являются независимыми, то характеристическая функция 
( )N j  распределения вероятностей  P x  при N испытаниях будет равна 
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При этом распределение вероятностей  P x  при N испытаниях можно определить по фор-

муле [1–3] 

     1
exp , 0,1, , 2

2 NP x j j x d x N




      
   . (9) 

Однако значительно проще  P x  определяется с использованием выражения (2) для дву-

мерного биномиального распределения, характеристическая функция (3) которого при 

1 2, 2       полностью совпадает с характеристической функцией (8), т.е. искомое распреде-

ление вероятностей  P x  представляет собой распределение суммы двух зависимых биномиаль-

ных случайных величин. Положим в (2) 2k x l   при x N  либо 2 2k N x l    при 
2N x N   и произведем суммирование по переменной .l  В результате после некоторых преоб-

разований получим 

   
 

 
2 2 2

2 1

max(0, )

!
; 0,1, ,2 .

! ! 2 2 !

N x x l N N x ll

l N x

N p q p
P x x N

x l N l N x l

    

 
  

      (10) 

Полученное распределение (10) можно отнести к классу одномерных распределений три-
номиального типа, исходя из внешнего вида характеристической функции (8), представляющей 
собой трином в степени N.  

Выражение (10) можно упростить для двух частных случаев: 
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Распределение вероятностей (11) так же, как и распределение (1), является биномиальным 
распределением.  

2. Рассмотрим предельный случай для распределения (10), когда вероятность наступления 
события B стремится к нулю, т.е. 2 0.p   В этом случае каждое испытание будет завершаться 

одним из двух исходов: наступлением события С с вероятностью (1 )p  либо события A с веро-

ятностью p . При этом распределение вероятностей (10) в результате предельного перехода пре-

образуется в биномиальное распределение (1).  
Можно показать, что начальный момент 1-го порядка и центральные моменты 2-го, 3-го и 

4-го порядков для распределения (10) будут определяться выражениями 
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 (14) 

Вместо центральных моментов 3-го и 4-го порядков обычно используют коэффициент 
асимметрии aK  и коэффициент эксцесса eK , определяемые с помощью соотношений 
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   .  (15) 

Таким образом, число успехов x в N испытаниях имеет распределение (10), причем  

1 2 0 1 22 ;x r r r r r N     , (16) 
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где 0 1 2, ,r r r   соответственно количество появлений несовместных событий С, A и B в N испыта-

ниях; 0 1 20, 1, , 2 ; 0, 1, , ; 0, 1, , ; 0, 1, , .k N r N r N r N        

Вероятность  P x  того, что событие A при N испытаниях наступит ровно 1r  раз, а событие 

B при N испытаниях наступит ровно 2r  раз, определяется по формуле (10) с учетом формулы (16). 

Так, вероятность  1P  означает, что событие A при N испытаниях наступит ровно 1 раз; вероят-

ность  2P  означает, что событие A при N испытаниях наступит ровно 2 раза либо событие B 

ровно 1 раз. Вероятность  3P  означает, что событие A при N испытаниях наступит ровно 3 раза 

либо события A и B по одному разу. Вероятность  2P N  означает, что событие B при N испыта-

ниях наступит ровно N раз. Вероятность  2 1P N   означает, что событие A при N испытаниях 

наступит ровно 1 раз, а событие B ровно (N – 1) раз. Таким образом, с помощью полученного рас-
пределения (10) можно определять вероятность суммы двух несовместных случайных событий A 
и B при N испытаниях.  

Вероятность CP  наступления события С при N испытаниях определяется также по формуле 

(10). При этом полагается, что  0CP P . Вероятность CP  соответствует вероятности того, что 

при N испытаниях события A и B ни разу не наступят.  

Модель двухстороннего распределения триномиального типа 

Пусть производится N независимых испытаний. Каждое испытание может закончиться тре-
мя исходами: наступлением события A с вероятностью 1p  либо наступлением событияВ с вероят-

ностью 2p  либо наступлением события С с вероятностью 1 21 .q p p    Случайным исходам 

каждого испытания сопоставим дискретную случайную величину, принимающую три значения:  
–1, если произошло событие В; 0, если произошло событие C, и 1, если произошло событие A. Ис-
ходы каждого испытания будем обозначать соответственно символами 1, –1 и 0. При этом веро-
ятность  P k  появления событий A, B и С в каждом испытании будет определяться выражением 

 
2

1

, 1;

, 0;

, 1,

p k

P k q k

p k

 
 
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  (17) 

где 1 2 1 20 1, 0 1, 1p p p p      .  

Данное распределение вероятностей, по аналогии с распределением Бернулли (2), можно 
назвать двухсторонним распределением Бернулли. С помощью соотношения [3] 

   
1

1

( ) exp
k

j j k P k


     

находим характеристическую функцию для распределения (17): 

   2 1( ) exp expj p j q p j        .  (18) 

Так как проводимые испытания являются независимыми, то характеристическая функция 

( )N j   распределения вероятностей  P k  при N испытаниях будет равна 

   2 1( ) ( ) exp exp
NN

N j j p j q p j             .  (19) 

При этом распределение вероятностей  P k  при N испытаниях можно определить по фор-

муле (9). Однако значительно проще  P x  определить с использованием выражения (2) для дву-
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мерного биномиального распределения, характеристическая функция (3) которого при

1 2,       полностью совпадает с характеристической функцией (19), т.е. искомое распреде-

ление вероятностей  P x  представляет собой распределение разности двух зависимых биномиаль-

ных случайных величин. Положим в (2) k x l   и произведем суммирование по переменной .l  

В результате после некоторых преобразований получим 

   
 
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2( ) 2

12

max(0, )

!
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lN x lN x x l
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q pN p
P x x N N N

x l l N x l

  

 
     

    .            (20) 

Полученное распределение вероятностей (20) можно назвать обобщенной формулой Бер-
нулли либо одномерным триномиальным распределением, исходя из внешнего вида характери-
стической функции (19) для этого распределения. Выражение (20) можно упростить для трех 
частных случаев: 

1. Если  2 2
2 11 , ,p p p p    то  

   
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N xN xN
P x p p x N N N

N x N x
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 
             (21) 

Распределение вероятностей (21) так же, как и распределение (1), является биномиальным 
распределением с ненулевым параметром сдвига.  

2. Рассмотрим предельный случай для распределения (20), когда вероятность наступления 
события С стремится к нулю, т.е. 1 2( ) 1.p p   В этом случае каждое испытание будет заканчи-

ваться двумя исходами: наступлением события B с вероятностью (1 )p либо события A с вероят-

ностью p . Первому исходу соответствует символ –1, а второму исходу – символ 1. При этом рас-

пределение вероятностей (20) в результате предельного перехода преобразуется в распределение 
(4), а характеристическая функция (19) принимает вид 

     ( ) 1 exp exp
N

N j p j p j          .  (22) 

3. Рассмотрим второй предельный случай для распределения (20), когда вероятность 
наступления события B стремится к нулю, т.е. 2 0p  . В этом случае каждое испытание будет за-

канчиваться двумя исходами: наступлением события С с вероятностью (1 )p либо события A с 

вероятностью .p  При этом распределение вероятностей (20) в результате предельного перехода 

преобразуется в биномиальное распределение (1).  
Начальный момент 1-го порядка и центральные моменты 2-го, 3-го и 4-го порядков для рас-

пределения (20) определяются выражениями 

   2
1 1 2 2 1 2 2 1;m N p p M N p p p p       

;  (23) 

   23 1 2 2 1 23M p p N N p p M      
;  (24) 

       2 2 22
4 2 1 2 2 1 2 1 21 6 3 1 1 3 1M M p p N M N p p p p              

.  (25) 

Вместо центральных моментов 3-го и 4-го порядков обычно используют коэффициент 
асимметрии aK  и коэффициент эксцесса eK , определяемые с помощью соотношений (15).  

Поясним физический смысл полученного распределения (20). Как было показано выше, оно 
представляет собой распределение разности двух зависимых биномиальных случайных величин 
k  и l , т.е. x k l  . Если k l , то с вероятностью  P x  случайная величина k  превышает на x

единиц случайную величину l . Положительной разности соответствует наступление события A 
ровно x раз c вероятностью  AP x . При этом полагается, что    AP x P x , 1, 2, ,x N  .  
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Если k l , то с вероятностью  P x  случайная величина k  меньше на | |x единиц случай-

ной величины l . Отрицательной разнице соответствует наступление события B ровно | |x  раз c 

вероятностью  BP x . При этом полагается, что    BP x P x , 1, 2, ,x N    .  

Если k l , то с вероятностью  0P  случайная величина k  равна случайной величине l . 

Нулевой разнице соответствует наступление событияС с вероятностью  0CP P . Вероятность 

CP соответствует вероятности того, что при N испытаниях события A и B ни разу не наступят.  

Заключение 

Таким образом, сформированы модели дискретных законов распределения для последова-
тельности независимых испытаний с тремя исходами, получены выражения для их основных чис-
ловых характеристик, а также для расчета вероятностей наступления соответствующих событий 
ровно x раз. Показано, что распределение вероятностей (10) представляет собой распределение 
суммы двух зависимых биномиальных случайных величин, а распределение вероятностей (20) – 
распределение разности двух зависимых биномиальных случайных величин.  
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Аннотация. Сформированы модели дискретных 
законов распределения для анализа последователь-
ности независимых испытаний с тремя исходами, 
получены выражения для их основных числовых 
характеристик, а также для расчета вероятностей 
наступления соответствующих событий.  

Abstract. Generated model of discrete laws of distribu-
tion for the analysis of sequence of independent trials 
with three outcomes, the expressions for their basic сhi-
numbers characteristics, as well as to calculate probabili-
ties of occurrence of the respective co-events.  

  
Ключевые слова: модели дискретных законов рас-
пределения, одностороннее распределение трино-
миального типа, двустороннее распределение три-
номиального типа.  

Key words: models of discrete laws of distribution, one-
tailed tri-rated type, bilateral distribution of trinomial 
type.  
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